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FAISCEAUX AMPLES SUR LES ESPACES ANALYTIQUES
BY
VINCENZO ANCONA

ABSTRACT. The following result is established. Let f: X — Y be a morphism between
two compact complex spaces and £ a weakly positive invertible sheaf on X; then for
suitable n f *[‘3" is weakly positive on Y.

It follows that Moi3ezon spaces can be characterized via weakly positive coherent
sheaves. Moreover, a problem posed by Grauert on the exceptional subspaces of
complex spaces can be solved.

Introduction. Parmi les nombreuses définitions de positivité pour les faisceaux
cohérents sur un espace analytique compact I'une des plus naturelles est sans doute
celle de positivité faible donnée (implicitement) par Grauert [12].

Dans ce travail on trouve que la notion de faisceau faiblement positif est
équivalente a celle de amplitude (cohomologique). On peut donc prouver que les
images directes de puissances symeétriques convenables d’un faisceau faiblement
positif (en particulier, d’'un faisceau inversible ample) sont faiblement positives
(Théoréme 3.1).

Le Théoreme 3.1 peut &tre aussi considéré comme un théoréme d’existence de
faisceaux faiblement positifs non localement libres. En outre il permet de caractériser
les espaces de MoiSezon comme les espaces analytiques compacts qui portent un
faisceau faiblement positif de rang 1 (Théoréme 3.6), et aussi de répondre & une
conjecture de Grauert [12] sur les sous-espaces exceptionnels d’un espace analytique
(Théoréme 3.7).

Tous ces résultats ont un analogue “relatif”. Comme conséquence, on peut établir
un théoréme d’existence des contractions d’espaces analytiques, qui généralise celui
de Fujiki [11, Théoréme 4.1].

0. Notations et conventions. Dans tout le travail, on suppose que les espaces
analytiques (complexes) considérés soient séparés, réunions dénombrables de com-
pacts, mais non nécessairement réduits; que les espaces algébriques et les espaces
algébriques formels, ainsi que leurs morphismes, soient séparés. On renvoie a [6, 19]
pour la définition et les propriétés des espaces algébriques.

Si & est un faisceau cohérent sur un espace analytique ou algébrique, on dénote
par $"& la n-ieme puissance tensorielle symétrique de &, et par L(&) I'espace fibré
linéaire associé 4 & [2,10]; on a L(&) = Specan S&, S& = @, _,S"6 étant l'algebre
symeétrique de &.
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Soient X un espace analytique, 4 C X un sous-espace analytique fermé, f: 4 — A’
un morphisme propre surjectif sur un autre espace analytique 4. On dit qu’on peut
contracter X le long de f s’il existe un espace analytique X', un plongement fermé j:
A’ — X', un morphisme propre surjectif g: X - X" tel que g, =j ° f, g7l(j(A) =4
et g induit un isomorphisme de X \ 4 sur X" \j(A’) (donc g est une modification); on
écrira g: (A, X) — (A, X’). On dit que X’ est la contraction de X le long de f. Une
définition semblable vaut pour les espaces algébriques.

Si p: X — Y est une application d’ensembles et V est un sous-ensemble de Y, on
pose par définition X,, = p~'(V).

Enfin si X est un espace analytique ou algébrique, on note Coh( X) ’ensemble des
classes d’isomorphisme de faisceaux cohérents sur X.

1. Espaces algebriques sur une algébre de Stein. Soit S un espace algébrique
noethérien sur un corps, non nécessairement de type fini sur celui-ci. On a le
théoréme d’existence des contractions suivant:

THEOREME 1.1. Soient X un espace algébrique de type fini sur S, Y C X un
sous-espace algébrique fermé, § C O, I’idéal de Y, g: Y — Y’ un S-morphisme propre
surjectif sur un S-espace algébrique de type fini Y'. On suppose

(i) Pour tout faisceau cohérent F sur Y il existe un entier n tel que si n = n, on ait

R'g (F® S"(J/J?)) = 0.

(i1) Pour tout entier n I’ application de faisceaux sur Y’
8*((9,\'/3") xg,.(‘)y ®Y’ - GY’

est surjective.
On peut alors contracter X le long de g.

PREUVE. La condition (i) implique que pour tout faisceau cohérent & sur Y on a
R'g ($"%/4"*'F) = 0 pour n > 0 [21, Proposition 1]. D’aprés [7, Théoréme 6.2}, il
existe une S-contraction formelle X — X’ ou X est le complété formel de X le long de
Y. La conclusion résulte du théoréme d’existence des contractions [32, Théoréme
4.1].

REMARQUE. Si S est de type fini sur un corps, le théoreme est di a M. Artin (voir
[21, Corollaire 1}).

Soient ¥ un espace de Stein, K C V un compact de Stein de V, i.e. un compact
semi-analytique ayant un syst¢éme fondamental de voisinages ouverts de Stein.
Posons S, = Spec I'(V, 0,,), Sy = Spec I'(K, 0,,); ce sont deux schémas affines sur
C; S est noetheérien.

Si Z est un S, -espace algébrique de type fini, on peut lui associer un espace
analytique Z2" sur V; on obtient ainsi un foncteur de la catégorie des S, -espaces
algeébriques de type fini dans celle des espaces analytiques sur V. On dit qu’un espace
analytique X sur V est algébrisable s’il est Y-isomorphe & Z2", ou Z est un S, -
espace algébrique de type fini, qu'un faisceau analytique cohérent & sur X est
algébrisable s’il est de la forme §2°, § étant un faisceau algébrique cohérent sur Z;
qu’un Y-morphisme f: X — X’ dans un autre espace analytique algébrisable X’, avec
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X’ = Z'* est algébrisable s’il est de la forme g*°, ou g: Z — Z’ est un S, -mor-
phisme d’espaces algébriques.

Si Z est un S -espace algébrique, on pose Zy = Z X Sx. On a le théoreme de
comparaison suivant (“GAGA relatif”).

THEOREME 1.2. Soient V un espace de Stein, K C V un compact de Stein, Z un
S, -espace algébrique propre de type fini, p: Z — S, le morphisme structural. Alors
(i) Pour tout faisceau cohérent % sur Z et tout entier n, les morphismes naturels

(R"p,F)" - RTp2G

sont des isomorphismes.
(ii) L’application naturelle

Coh(Zy) — lim ind Coh(Zz®,)

est bijective (ici U parcourt un systéme fondamental de voisinages ouverts de K dans
V).

La preuve de ce théoréme se trouve dans [9, 15] dans le cas ou Z est un schéma, et
peut se traduire mot par mot au cas des espaces algébriques.

Si X est un espace analytique, dénotons par IM(X) le corps des fonctions
méromorphes globales sur X.

Soit f: X — Y un morphisme propre d’espaces analytiques. On dit que X est
f-Moisezon [3] si pour tout y € Y il existe un voisinage ouvert de Stein V' de y dans Y
tel que:

(1) (X3 )eq @ un nombre fini de composantes irréductibles X),. .., X,;

@siY,=f(X)(j=1,...,r)ona

1((X;,Y;) = dim X, — dim ,

ou 1( X}, Y;) est le degre de transcendance de M (X) sur JM(Y)).
Remarquons qu’en tout cas on a #( X, ;) < dim X, — dim Y, [S, Théoréme 10.9].
Dans [3] nous avons démontré le théoréme suivant.

THEOREME 1.3. Soit f: X — Y un morphisme propre d’espaces analytiques tel que X
soit f-MoiSezon. Pour tout y € Y il existe un voisinage ouvert de Stein V de y et un
S -espace algébrique Z, propre et de type fini, tel que Z*" soit V-isomorphe a X,,,.

2. Faisceaux relativement amples sur les espaces analytiques. Soient f: X — Y un
morphisme propre d’espaces analytiques, & un faisceau cohérent sur X. Pour tout
faisceau cohérent ¥ sur X et tout entier n on pose ¥(n) = ¥ $"6.

DEFINITION 2.1. On dit que & est f-ample si pour tout faisceau cohérent % sur X et
tout compact K C Y il existe un entier n tel que le morphisme naturel de faisceaux

f*1.3(n) ~ F(n)

soit surjectif au dessus de K pour n = n,.

DEFINITION 2.2. On dit que & est cohomologiquement f-ample si pour tout faisceau
cohérent  sur X et tout compact K C Y il existe un entier n, tel que R? f % (n)x =0
pourn=ngyetq=1.
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DEFINITION 2.3. Si X = Supp &, on dit que & est faiblement f-positif si pour tout
y € Y il existe un voisinage ouvert V de y dans Y tel que L(5)|,, peut étre contracté le
long de f (on identifie X a la section nulle de L(&)). En général on dit que & est
faiblement f-positif si sa restriction a Supp & est faiblement fy-positif, fo = fisupp &-

& est faiblement f-positif si L(&) est faiblement négatif relativement a f, au sens
de [18]. En particulier si Y est réduit a un point, ceci signifie que L(&) est faiblement
négatif au sens de Grauert [12].

On peut caractériser les faisceaux faiblement f-positifs au moyen des morphismes
1-convexes (voir [1, 2, 18]).

Si Y est un point, on dit respectivement que & est ample, cohomologiquement
ample, faiblement positif.

Soient P = P(&) le fibré projectif associé a & [27,Exposé XII}, p: P - X la
projection, £ = O,(1) le faisceau inversible canonique. On a

LEMME 2.4. 1l existe pour tout entier positif n un homomorphisme naturel
a,:F®S"6 - p, (p*F®L").

De plus, pour tout compact K C X il existe un entier n tel que pour n = n, a,, est un
isomorphisme au dessus de K.

PREUVE. Puisque on cherche des homomorphismes naturels, il est clair que le
probleme est local sur X. On peut donc supposer que K soit un compact de Stein de
X, et qu’il existe deux faisceaux cohérents &', %’ sur Sy = Spec I'(K, O, ) tels que
&' = &, %2 = . Soient P’ = P(&’) le fibré projectif (algébrique) associé a &, p’:
P’ - Sy la projection; £’ = 0p.(1). Alors on a P =~ P, p’*® = p, £'2* = £. D’apres
[14,11,3.3.2 et III,2.3.1), il existe des homomorphismes naturels a,: 5’ ® S"&’ - p),
(p'*9’ @ £'") qui sont des isomorphismes pour n > 0; alors les a, = a/** sont les
homomorphismes cherchés.

Posons 7 = fo p.

PROPOSITION 2.5. Les conditions suivantes sont équivalentes.
() & est f-ample,

(ii) & est cohomologiquement f-ample,

(iii) £ est w-ample,

(iv) £ est cohomologiquement m-ample.

DEMONSTRATION. L’équivalence de (iii) et (iv) est bien connue [16,11]. On peut
prouver les implications (iv) = (ii) et (i) = (iii) de fagon analogue a la preuve de la
Proposition 3.2 de [15], compte tenu du Lemme 2.4.

Il reste a prouver I'implication (ii) = (i). Si x € X, on note m, I'idéal cohérent de
O, des germes de sections nulles en x. Pour tout faisceau cohérent % sur X et pour
tout entier n on trouve une suite exacte

0> ->m, ®F(n)—%F(n)>0,/m, ®F(n) -0
ou ¥ est un faisceau cohérent dont le support est {x} (cf. [2,pp. 57-58]). On a

R*f, 3 =0, donc pour tout compact K C Y, si n est assez grand on trouve
R'f (Ker v) = 0 sur K, d’ou la conclusion.
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COROLLAIRE 2.6. Si pour tout faisceau cohérent % sur X et tout compact K C Y il
existe un entier n tel que R'f (F ® §"&)x =0 pour n=n,, & est cohomologique-
ment f-ample.

COROLLAIRE 2.7. & est f-ample si et seulement si & 4 est fq-ample (f.oq: Xreq =
Yred )

En effet, c’est bien connu pour les faisceaux inversibles.
PROPOSITION 2.8. Si & est cohomologiquement f-ample, Supp & est f-MoiSezon.

On peut supposer X = Supp &. Alors 7 est projectif (localement par rapport 4 Y)
d’apres 2.5. Comme p est surjectif, la proposition descend du Théoréme 2.5 de [3].
On va maintenant prouver:

THEOREME 2.9. Soient f: X — Y un morphisme propre d’espaces analytiques, & un
faisceau cohérent sur X, P = P(&), p: P — X la projection, £ = O,(1). Les conditions
suivantes sont équivalentes.

(i) Lest (fo p)-ample,

(ii) & est f-ample,

(ii) & est cohomologiquement f-ample,

(iv) & est faiblement f-positif.

PREUVE. On peut supposer X = Supp &. Il ne reste a prouver que 1’équivalence
entre (iii) et (iv). L’implication (iv) = (iii) est prouvée dans [2, Théoréme 3.4]. On va
prouver I'implication (iii) = (iv). Supposons donc & cohomologiquement f-ample.
D’apres la Proposition 2.8, X est f-MoiSezon. Soit y € Y; il existe un voisinage
ouvert de Stein V de y, relativement compact, et un S, -espace algébrique propre et
de type fini Z tel que Z*" soit V-isomorphe a X, (Théoréme 1.3).

Soient T = L(&), 9 ’idéal cohérent de O, qui définit le plongement i: X —» T de X
comme section nulle. On a un isomorphisme naturel §/9* ~ & [2, Remarque, p. 51]
donc 9/9? est cohomologiquement f-ample. D’aprés le Théoréme 1.2 la restriction de
& a X, est de la forme §**, § étant un faisceau cohérent sur Z. Soient g: Z - S, le
morphisme structural, W = L($), j: Z - W le plongement comme section nulle, g:
W — Z la projection, § I'idéal de O,, qui définit le plongement j. On a W2 = T,
($/4*)*™ = §/9%. D’autre part, W est un S, -espace algébrique de type fini au
moyen du morphisme g ° g.

Soit K un compact de Stein, voisinage de y, K C V, et prenons S, comme espace
de base, au moyen du foncteur X Si; nous continuons & écrire Z au lieu de Z, g
au lieu de g, et ainsi de suite. D’aprés de Théoréme 1.2(i), pour tout faisceau
cohérent & sur Z on a R'g (F ® S"($/%?)) = 0 pour n > 0. D’autre part, comme il
existe une projection de W sur Z, les applications de faisceaux g,(0,,/%4") X 2.0,
Os, = Os, sont surjectives pour tout n>0. D’aprés le Théoréme 1.1 on peut
contracter W le long de g 4 un Sy-espace algébrique de type fini Q. Il est alors clair
quesi U= K?°, Oy est une contraction de L(&),,, de long de f.

REMARQUE. Dans le cas ou & est localement trivial, le théoréme été prouvé, avec
des méthodes différentes, par M. Schneider [26).
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COROLLAIRE 2.10. Soit y € Y tel que le faisceau restriction de & a la fibre f~\(y)
soit faiblement positif. Alors il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que 5V-.( vy
soit faiblement f-positif.

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme, on se raméne au cas ou & est un faisceau
inversible. Soient y € Y, Ty = f ~!(), T, le n-iéme voisinage infinitésimal de T;, dans
X (n entier non négatif). D’apres (2.7), tous les 7, sont des variétés projectives;
d’aprés un théoréme de Kuhlmann [20] le morphisme f est projectif au voisinage de
y, donc relativement algébrisable. On conclut par GAGA et [14, Théoreme III,
4.7.1].

COROLLAIRE 2.11. Soient X un espace analytique compact, & un faisceau cohérent
sur X. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) & est ample,

(ii) & est cohomologiquement ample,

(iii) & est faiblement positif.

3. Images directes de faisceaux faiblement positifs. Soient f: X — Y un morphisme
d’espaces analytiques compacts, et & un faisceau faiblement positif sur X. En
général, f,& n’est pas faiblement positif sur Y (voir un exemple trés simple dans
[16]). Cependant, on a

THEOREME 3.1. Soient f: X - Y un morphisme d’espaces analytiques compacts, &
un faisceau faiblement positif sur X. Il existe un entier positif n tel que f (S"°"&) soit
faiblement positif sur Y pour tout n = 1.

On a besoin de quelques lemmes préliminaires.
Soit % un faisceau cohérent sur un espace analytique compact Y. On dit que % est
engendré par ses sections globales si pour tout y € Y I'application naturelle

I(Y,%) - 5,/m 35,

est surjective (m , désigne soit 'idéal maximal de O, , soit I'idéal cohérent de O, des
germes de sections nulles en y).

Nous dirons que % sépare les points de Y si pour tout couple de points distincts y,,
¥, € Y lapplication naturelle

o o F @F o
F(Y’ J) - J',Vn/m)’l‘:")’l ® j)’z/m)’zjh
est surjective (en particulier, ¥ est engendré par ses sections globales).

LEMME 3.2. Soient f: X — Y un morphisme fini d’espaces analytiques compacts, £ un
faisceau inversible ample sur Y. Alors f*C est ample sur X.

Le lemme, bien connu, est une conséquence du fait que si § est un faisceau
cohérent sur X on a pour tout n=1 un isomorphisme naturel f,§® £" >
f.(8 ® f*™), et pour tout g =1 des isomorphismes HIX, § ® f*2") >

HYUY, (8 ® f*2")) (f étant fini).
LEMME 3.3. Soient Y un espace analytique compact et £ un faisceau inversible sur Y

engendré par ses sections globales. On suppose que pour tout sous-espace fermé Z de Y
tel que £, soit trivial on ait diim Z = 0. Alors £ est ample.
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PREUVE (cfr. [30]). Les sections globales de £ définissent un morphisme r de Y
dans espace projectif P, tel que £ = r*JC ou IC est un faisceau inversible ample sur
P". Comme la restriction de £ a chaque fibre de r est triviale, il s’ensuit que r est
fini; la conclusion résulte du Lemme 3.2.

LEMME 3.4. Soient Y un espace compact, ¥ un faisceau cohérent sur Y. Si F sépare
les points de Y il est faiblement positif.

Soient P = P(9), £ = 0p(1), p: P - Y la projection. Comme ¥ est engendré par
ses sections globales, on a sur Y une surjection de faisceaux 9%"' - ¥ > 0 d’ott un
plongement fermé P 5 Y X P9, tel que £ = i*0,,ps(1). Il s’ensuit que £ est en-
gendré par ses sections globales. On va montrer que £ satisfait aux hypotheses du
Lemme 3.3. Soit Z un sous-espace fermé de P tel que B]Z soit trivial. Comme la
restriction de £ 4 toute fibre de p est ample, il s’ensuit que Z coupe chacune de ces
fibres en un nombre fini de points. Donc si dim Z > 0, il existe une composante
irréductible T de Z, dim T > 0, et deux points x,, x, € T tels que y, = p(x,) # y, =
p(x3).

Comme £ est p-ample, il existe une section ¢, € T'(p~'(y,), £%) (k entier convena-
ble) tel que son image t,(x,) € RF /m B"l soit non nulle. D’autre part ¢, donne un
élément ¢, € (p,L* D

Quitte a remplacer k par un multiple, on peut supposer que p,£* = S¥F (Lemme
24) Comme ¥ sépare les points de Y, il en est ainsi de S, donc il existe
t € T(Y, S¥F) = T(Y, p,L¥) tel que r— ¢ =0 modm W(SKF),, et r=0
mod m (S"G' ¥),,- Si t est la section de I'( X, £*%) determinée par t, on aura Hx,) =

t(x)) 9& 0et t(xz) = 0. Donc la restriction de ¢t & T donne une section non triviale
de R* i7» C¢ qui est absurde puisque ce faisceau est trivial et 7 est compact
1rreduct1ble Donc dim Z = 0, et le Lemme 3.3 entraine que £ est ample et donc F
est faiblement positif (Théoréme 2.9).

LEMME 3.5. Soient f: X > Y un morphisme d’espaces analytiques compacts, £ un
faisceau inversible ample sur X, § C O, un idéal cohérent, § = 90, y un point de Y. Il
existe alors deux entiers k, n tels que

(+) (r.8%em) co(rem)
pour tout k = koetn=1.

Remarquons que pour tout n fixé il existe k tel que (*) soit vérifiée pour k = k|,
[8]; il faut montrer qu’on peut trouver un k, indépendant de n. L’algebre O, @
(D, L") est de présentation finie sur O (voir [31, 2.1.2], ou la suite de cette
démonstration), donc quitte 4 remplacer £ par une de ses puissances on peut
supposer qu’elle est engendrée au voisinage de y par f, L. Soient ¢,,...,7, des
générateurs (f; € ( f*B)y), et g,,...,8 les éléments correspondants dans
[(f7'(y),£). Comme £y est ample, et donc £ est relativement f-ample au
voisinage de f~'(y) (Corollaire 2.10) on peut aussi supposer que gi,...,g, €n-
gendrent £_ pour tout x € f~!(y). Soient en outre u,,... ,u, de générateurs de § au
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voisinage de y, et ...,k les éléments correspondants de I'( f ~!(y), §). Posons
1 4

@ @ W)I.

q=1 ‘k+n=gq

M=0,0

Au voisinage de f~'(y) on peut donner a 9N une structure de
O0,IT,,. .., T, Z,... ,Z,]-module gradué, en faisant opérer 7; au moyen de h;, et Z,
au moyen de g;. Avec les techniques de [8] (cf. Démonstration du Lemme 2.4) on
prouve que 9N est un O,[7, Z]-module gradué cohérent. D’apres le Théoreme 1 de
(8] f,9N est un O[T, Z}-module cohérent. Soient v,,...,v, des générateurs de
(f W), sur Oy [T, Z]. On peut supposer les v; homogenes, v, € I'( f (), $hem).
11 suffit alors de prendre k, > sup(k,,...,k,;) pour avoir le résultat.

Nous sommes maintenant en état de prouver le Théoréme 3.1. En remplagant X
par P(&), on se raméne tout de suite au cas ou & un faisceau inversible £. Nous
montrons d’abord qu’il existe un entier g, tel que f,£9™ est engendré par ses
sections globales pour m = 1.

Soient y € Y, $ = m , et k, et n, les entiers donnés par le Lemme 3.5. Comme £
est ample, on trouve que le morphisme naturel

F(X, Bnom) = F(f_l(y), Bnom/ikoenom)

est surjectif pour tout m assez grand; d’aprés le Lemme 3.5 on conclut que le
morphisme T(Y, f,£"™) = T(X, £"™) - (f,L"™),/m (f,L"™), est surjectif
pour m assez grand. Comme X est compact, on trouve un entier g, tel que f, 2™ est
engendré par ses sections globales pour tout m = 1.

Soient y,, y, € Y, et dénotons par m, , le faisceau des germes de section de O,
nulles en y, et y, si y, # y,, et nulles au moins du second ordre en y si y =y, = y,.
On utilise encore le Lemme 3.5 pour trouver qu’il existe n, tel que pour m =1
I’application naturelle

(**) F(Y, f*E"'m) "F(Yaf*en'm®®Y/m

yu’z)

est surjective.

Comme (**) reste surjective si 'on remplace y, et y, par des points suffisamment
voisins et X X X est compact, on trouve g, tel que f,£9" sépare les points de Y pour
n = 1. D’apres le Lemme 3.4, f, 299" est faiblement positif pour tout n = 1, ce qui
prouve le Théoréme 3.1.

Le Théoréme 3.1 entraine comme conséquence.'

THEOREME 3.6. Soit Y un espace complexe compact. Alors Y est de MoisSezon si et
seulement s’il existe sur Y un faisceau faiblement positif de rang 1.

PREUVE. Si Y est un espace de MoiSezon, il existe une modification propre f:
X — Y ol X est une variété algébrique projective. Soit £ un faisceau inversible ample
sur X; d’aprés le Théoréme 3.1, pour n convenable f,£" est faiblement positif sur Y.

Pour la réciproque voir par exemple [2, 4].

Vo Van Tan m’a communiqué d’avoir une autre démonstration du Théoréme 3.6.
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Le Théoréme 3.1 permet aussi de donner une réponse affirmative & une conjecture
de Grauert [12, p. 354].

THEOREME 3.7. Soient Z un espace analytique, Y un sous-espace compact rare de Z.
Alors Y est exceptionnel dans Z si et seulement s’il existe un idéal 3 C O, définissant
Y, tel que § /97 soit un faisceau faiblement positif.

Si §/92 est faiblement positif pour un idéal § C O, définissant Y, Y est exception-
nel dans Z d’apres Grauert [12].

Réciproquement, supposons Y exceptionnel dans Z, et soit g: Z — X une modifi-
cation propre telle que g(Y) = {x}, x € X, et que g induise in isomorphisme de
Z\ Y sur X\ {x}. D’apres le lemme de Chow analytique [17] (voir [3] pour le cas non
réduit) il existe un diagramme commutatif

T ’
hN /g
X
ou h est I'éclatement de X de centre un idéal § C O, dont le support est {x}, et f est
éclatement de Z de centre I'idéal 3= 40, (dont le support est Y). L’idéal
£ = 3 Or = 40 est inversible, et sa restriction & h~!(x) est un faisceau inversible
ample. On a f,2" = J(” pour tout n assez grand. De la suite exacte
0- Bn+| N Bn = Bn/Bn+l -0
et du fait que R'f,L" est nul sur tout compact pour n assez grand, on tire
f(B"/R" Yy =9C" /3" pour n > 0. D’aprés le Théoréme 3.1 il existe un entier g
tel que f,[(E"/L"*1)9] = f (B9 /Rma* 1) = ("9 /FC"9*! est faiblement positif sur Y.

Soit § = JC"%. On peut considérer §/9> comme un faisceau cohérent sur le
sous-espace Yy de Z défini par §; sa restriction & I'espace Yy défini par JC est
justement 3C"7/3C"9* ! 11 s’ensuit que §/9 est faiblement positif (2.7).

On peut établir les versions relatives des Théorémes 3.1, 3.6. On laisse au lecteur le
soin d’expliciter les démonstrations.

THEOREME 3.8. Soient
f

g\ Zh
S

un diagramme commutatif de morphismes propres d’espaces analytiques, & un faisceau
faiblement g-positif sur X. Pour tout ouvert relativement compact U de S il existe un
entier positif n tel que f (S™"&) soit faiblement h-positif au dessus de U pour tout
n=1.

THEOREME 3.9. Soit h: Y — S un morphisme propre d’espaces analytiques. Alors Y
est h-MoiSezon en un point s € S si et seulement s’il existe un voisinage ouvert U de s
dans S et un faisceau faiblement h-positif de rang 1 sur Y s.
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4. Conditions pour I’existence des contractions. Le théoréme suivant donne des
conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence des contractions analytiques. Il
peut &tre considéré ’analogue relatif du Théoréme 3.7.

THEOREME 4.1. Soient X un espace analytique, A un sous-espace fermé rare de X,
9 C Oy un idéal définissant A, f: A - A’ un morphisme propre surjectif sur un autre
espace analytique A', & = 9/9*| A, N = L(&). On suppose

(1) La restriction de N a toute fibre de f est faiblement négative au sens de Grauert.

(2) Pour tout entier n I’ application de faisceaux sur A’:

f*((()x/g") x/,e, Oy - GA'

est surjective. Alors il existe une contraction de X le long de f.

Réciproquement, si une telle contraction existe, on peut trouver (localement par
rapport a A’) un idéal § C O, définissant A tel que les conditions (1) et (2) soient
remplies.

PREUVE. Si une contraction existe, la condition (2) est vérifiée pour tout idéal g
deéfinissant A. Pour trouver un idéal § vérifiant (1), on procéde comme dans la
preuve du Théoreme 3.7 (on laisse les détails au lecteur).

On va prouver la réciproque. D’apres le Corollaire 3.10, la condition (1) implique
que §/§? est f-ample (localement par rapport a 4’). Soit C = Specan(&,9"/$"*") le
cone normal de 4 dans X. On a un homomorphisme surjectif de O,-algebres
S(8/%*) - ®,5"/4"*", dou un plongement fermé de C dans L(&). D’apres le
Théoréme 2.9 on peut contracter L(&) le long de f, donc aussi C (localement par
rapport a A’). Le résultat descend alors du corollaire du Théoréme 2 de Fujiki [11];
une analyse de la démonstration de Fujiki montre en effet que la condition (ii) dans
son théoréme peut étre remplacée par la condition (2) de notre énoncé.

5. Sur les différentes définitions de positivité. I1 y a des nombreuses définitions de
positivité pour un faisceau cohérent sur un espace analytique. Il semble qu’on puisse
les grouper en deux types: celle de positivité faible de Grauert et ses variantes, et
celle de Grauert-Riemenschneider [13] et ses variantes. Le probleme de caractériser
les espaces de Moisezon au moyen des faisceaux positifs au sens de Grauert-
Riemenschneider reste ouvert (voir [24,25,28,29] pour des cas particuliers im-
portants). Remarquons que, dans ce cas, la partie difficile consiste & prouver qu’un
espace qui porte un faisceau positif est de MoiSezon, la réciproque étant triviale.

Une étude détaillée des notions de positivité du premier type a été faite par
Rabinowitz [22, 23]; en particulier, il démontre dans [22] le Corollaire 2.11 (dans le
cas d’un espace compact normal et irréductible) et il annonce dans [23] le Théoréme
3.6 dans le cas d’une surface normale irréductible.

Nous pouvons ici, au moyen du Théoréme 3.1, préciser les rapports entre les
faisceaux faiblement positifs et les faisceaux primairement faiblement positif au sens
de [22].

Pour tout faisceau cohérent % notons %,, le quotient de % par son sous-faisceau de
torsion. On a
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THEOREME 5.1. Soient X un espace analytique compact, ¥ un faisceau cohérent sur X.
Si % est primairement faiblement positif, il existe un entier n tel que (S"% ), soit
faiblement positif.

On peut supposer X = Supp¥. D’aprés [22] il existe un espace analytique
compact P, une projection surjective p: P — X, un faisceau inversible ample JC sur
P, tel que p, J" = (S"%), pour tout n assez grand. Le théoréme est alors une
conséquence du Théoréme 3.1.

ADDED IN PROOF. T. Peternell a publié (Manuscripta Math. 37 (1982), 19-26) une
preuve des Théorémes 3.6 et 3.7. Mais la preuve de son Satz 3 (p. 21) ne semble pas
étre correcte; en effet (avec ses notations) en général on n’a pas 4.y = P(I/I)red
(I’égalité implique, par exemple, que les fibres réduites de I’éclatement o aux points
de A sont des espaces projectifs, ce qui n’est pas toujours le cas).
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